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INTRODUCCION

En 1854, George Boole publicd una obra titulada
Investigacion de las leyes del pensamiento, sobre las

que se basan las teorias matemadticas de la logica y
la probabilidad. En esta publicaciéon se formuld la
idea de un “dlgebra logica”, que se conoce hoy en dia
como algebra de Boole. El 4lgebra de Boole es una
forma adecuada y sistematica de expresar y analizar
las operaciones de los circuitos logicos. Claude
Shannon fue el primero en aplicar la obra de Boole
al andlisis y disefio de circuitos. En 1938, Shannon
escribid su tesis doctoral en el MIT (Massachussets
Institute of Technology) titulada Andlisis simbdlico
de los circuitos de conmutacion y relés.

Este capitulo se ocupa de las leyes, reglas y teo-
remas del algebra booleana y sus aplicaciones a los
circuitos digitales. Aprenderd a definir un circuito
mediante una expresion booleana y a determinar su
funcionamiento. También se tratara la simplificacion
de los circuitos l6gicos utilizando el algebra boolea-
na y los mapas de Karnaugh.

También se presenta el lenguaje de descripcion
hardware VHDL para la programacion de dispositi-
vos logicos.

=== APLICACION A LOS SISTEMAS
DIGITALES

Esta aplicacion a los sistemas digitales ilustra los
conceptos que seran explicados a lo largo del capitu-
lo. El funcionamiento del display de 7 segmentos del
sistema de control y recuento de pastillas del
Capitulo 1 es un buen método para ilustrar la aplica-
cion del algebra de Boole y de los mapas de
Karnaugh, de modo que se obtenga la mas sencilla
implementacion en el disefio de circuitos ldgicos.
Por tanto, en esta aplicacion a los sistemas digitales,
nos centraremos en la légica del convertidor BCD-7
segmentos que gobierna los dos displays del sistema
indicados en la Figura 1.58.
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4.1 OPERACIONESY EXPRESIONES BOOLEANAS

El algebra de Boole son las matematicas de los sistemas digitales. Es indispensable tener unos conoci-
mientos basicos del algebra booleana para estudiar y analizar los circuitos 16gicos. En el capitulo ante-
rior, se han presentado las operaciones y expresiones booleanas para las puertas NOT, AND, OR,
NAND y NOR.

Al finalizar esta seccion, el lector debera ser capaz de:

m Definir variable. m Definir literal. w Identificar un término suma. = Evaluar un término suma.
m Identificar un término producto. = Evaluar un término producto. m Explicar la adiciéon booleana.
m Explicar la multiplicacion booleana.

Los términos variable, complemento y literal son términos utilizados en el algebra booleana. Una variable
es un simbolo (normalmente una letra maytscula en cursiva) que se utiliza para representar magnitudes 16gi-
cas. Cualquier variable puede tener un valor de 0 o de 1. El complemento es el inverso de la variable y se
indica mediante una barra encima de la misma. Por ejemplo, el complemento de la variable A es A. SiA =1,
entonces A = 0. Si 4 = 0, entonces A = 1. El complemento de la variable 4 se lee “no 4” o “A barra”. En
ocasiones, se emplea un apostrofe en lugar de la barra para indicar el complemento de una variable; por ejem-
plo B’ indica el complemento de B. En este libro, s6lo se utiliza la barra. Un literal es una variable o el com-
plemento de una variable.

Suma booleana

Como hemos visto en el Capitulo 3, la suma booleana es equivalente a la operacion OR y a continuacion se
muestran sus reglas basicas junto con su relacion con la puerta OR:

0+0=0 O0+1=1 1+0=1 1+1=1

En el algebra de Boole, un término suma es una suma de literales. En los circuitos 16gicos, un término
suma se obtiene mediante una operacion OR, sin que exista ninguna operacion AND en la expresion. Algunos
ejemplos de términos suma son 4 + B, A+B, A+B+C y A+B+C+D.

A Lapuerta OR es  Untérmino suma es igual a 1 cuando uno o mas de los literales del término es 1. Un
un sumador booleano. término suma es igual a 0 sélo si cada uno de los literales son iguales a 0.

Multiplicacién booleana

A La puerta AND En el Capitulo 3 vimos también que la multiplicacion booleana es equivalente a la
es un multiplicador operacién AND y sus reglas basicas junto con sus relaciones con la puerta AND se
booleano. ilustran a continuacion:

0¢e0=0 O0°1=0 10=0 1°1=1
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NOTAS INFORMATICAS

En un microprocesador, la unidad aritmético logica (ALU) realiza las operaciones aritméticas y logicas boo-
leanas sobre los datos digitales mediante instrucciones de programa. Las operaciones logicas son equivalen-
tes a las operaciones de las puertas basicas con las que ya estamos familiarizados, aunque se trabaja con ocho
bits como minimo a la vez. Ejemplos de instrucciones ldgicas booleanas son AND, OR, NOT y XOR, que se
denominan mnemonicos. Un programa en lenguaje ensamblador utiliza estos mnemoénicos para especificar
una operacion. Y otro programa denominado ensamblador traduce los mnemonicos a un codigo binario que
puede entender el microprocesador.

En el algebra de Boole, un término producto es un producto de literales. En los circuitos 16gicos, un tér-
mino suma se obtiene mediante una operacion AND, sin que existe ninguna operacion OR en la expresion.
Algunos ejemplos de términos suma son 4B, AB, ABCy ABCD.

Un término producto es igual a 1 sélo si cada uno de los literales del término es 1. Un término producto
es igual a 0 cuando uno o mas de los literales son iguales a 0.

EJEMPLO 4.1

Determinar los valores de 4, B, C'y D que hacen que el término suma A+B+C+D sea igual a cero.

Solucion Para que el término suma sea 0, cada uno de los literales del término debe ser
igual a 0. Por tanto, 4 =0, B =1 (para que B=0)y D =1) para que D=0).

A+B+C+D=0+14+0+1=0+0+04+0=0

Problema relacionado* Determinar los valores de 4 y B de modo que el término suma A+ B sea igual
a0.

* Las respuestas se encuentran al final del capitulo.

EJEMPLO 4.2

Determinar los valores de 4, B, C'y D que hacen que el término producto ABCD sea igual a 1.

Solucion Para que el término producto sea 1, cada uno de los literales del término debe
serigual a 1. Por tanto, 4 =1, B=0 (paraque B=1), C=1y D =0 (para que
5=1).

ABCD =1-0-1-0=1-1-1-1=1

Problema relacionado  Determinar los valores de 4 y B de modo que el término suma AB sea igual
al.

1. SiA =0, jcuinto vale A?

—
REVISION DE
LA SECCION 4.1

Las respuestas se
encuentran al final
del capitulo

. Determinar los valores de 4, By C que hacen que el término suma A+B+C sea
igual a 0.

3. Determinar los valores de 4, By C que hacen que el término producto ABC sea
igual a 1.
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4.2 LEYESY REGLAS DEL ALGEBRA DE BOOLE

Al igual que en otras areas de las matematicas, existen en el algebra de Boole una serie de reglas y
leyes bien determinadas que tienen que seguirse para aplicarla correctamente. Las mas importantes son
las que se presentan en esta seccion.

Al finalizar esta seccion, el lector debera ser capaz de:

m Aplicar las leyes conmutativas de la adicion y multiplicacion. m Aplicar las leyes asociativas de la
adicion y multiplicacion. = Aplicar la ley distributiva. m Aplicar las doce reglas basicas del algebra
de Boole.

Leyes del algebra de Boole

Las leyes basicas del algebra de Boole (las leyes conmutativas de la suma y la multiplicacion, y las leyes aso-
ciativas de la suma y la multiplicacién y la ley distributiva) son las mismas que las del algebra ordinaria.
Cada una de las leyes se ilustra con dos o tres variables, pero el nimero de variables no esta limitado a esta
cantidad.

Leyes conmutativas La ley conmutativa de la suma para dos variables se escribe como sigue:
Ecuacion 4.1 A+B=B+4

Esta ley establece que el orden en que se aplica a las variables la operacion OR es indiferente. Recuerde que
cuando se aplica a los circuitos l6gicos, la suma y la operacion OR es lo mismo. La Figura 4.1 ilustra la ley
conmutativa aplicada a una puerta OR, en la que se puede ver que es indistinto a qué entrada asignemos cada
una de las variables. (El simbolo = significa “equivalente a”.)

FIGURA 4.1 Aplicacion de la ley conmutativa de la suma.

La ley conmutativa de la multiplicacion para dos variables es

Ecuacié6n 4.2 AB = BA

Esta ley establece que el orden en que se aplica a las variables la operacion AND es indiferente. La Figura 4.2
ilustra esta ley tal y como se aplica a la puerta AND.

- S
AB = BA
B — A —

FIGURA 4.2 Aplicacién de la ley conmutativa de la multiplicacién.

Leyes asociativas La ley asociativa de la suma para tres variables se escribe como sigue:
Ecuacion 4.3 A+B+C)=A+B)+C

Esta ley establece que cuando se aplica la operacion OR a mas de dos variables, el resultado es el mismo inde-
pendientemente de la forma en que se agrupen las variables. La Figura 4.3 ilustra esta ley aplicada a puertas
OR de dos entradas.
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A A
A+ (B+C) A+B
= B
B =
B+C (A+B)+C
C ©

FIGURA 4.3 Aplicacion de la ley asociativa de la suma.

La ley asociativa de la multiplicacion para tres variables se escribe del siguiente modo:

Ecuacion 4.4 A(BC)=(4B)C

Esta ley establece que cuando se aplica la operacion AND a mas de dos variables, el resultado es el mismo
independientemente de la forma en que se agrupen las variables. La Figura 4.4 ilustra esta ley aplicada a puer-
tas AND de dos entradas.

A— A_—
= B —
B — i
BC } (AB)C
C — C ——M— ]

FIGURA 4.4 Aplicacion de la ley asociativa de la multiplicacion.

Ley distributiva La ley distributiva para tres variables se escribe como sigue:

Ecuacion 4.5 AB+ C)=AB+ AC

Esta ley establece que aplicar la operacion OR a dos o mas variables y luego aplicar la operacion AND al
resultado de esa operacion y a otra variable aislada, es equivalente a aplicar la operacion AND a la variable
aislada con cada uno de los sumandos y luego realizar la operacion OR con los productos resultantes. La ley
distributiva expresa también el proceso de sacar factor comun en el que la variable comun 4 se saca como
factor de los productos parciales, como por ejemplo, AB + AC = A(B + C). La Figura 4.5 ilustra la ley distri-
butiva mediante su implementacion de puertas.

A
AB

B B —

IO =

C = X
[ —x A

A— AC

C_

X=A(B+ C) X=AB+ AC

FIGURA 4.5 Aplicacion de la ley distributiva.

Reglas del algebra booleana

La Tabla 4.1 enumera las doce reglas basicas, muy utiles, para la manipulacion y simplificacion de expresio-
nes booleanas. Las nueve primeras reglas las veremos en términos de su aplicacion a las puertas logicas. Las
reglas 10 a 12 se obtendran a partir de las reglas mas sencillas y de las leyes anteriormente explicadas.
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1.4+0=4 7.4 A=A
2.A4+1=1 8.4-4=0

3.4-0=0 9. 4=4

4.4-1=4 10. A+ AB=4
5.A+A=4 11.A+AB=A4 +B

6. 4+A4=1 12. (A4 +B)A+C)=A4+BC

A, B o C pueden representar una sola variable o una combinacion de variables.

TABLA 4.1 Reglas basicas del Algebra de Boole.

Regla 1. 4 + 0 =4 Si aplicamos la operacion OR a una variable cualquiera y a 0, el resultado es siempre
igual a la variable. Si 4 es 1, la salida es igual a 1 y, por tanto, igual a 4. Si 4 es 0, la salida es 0 e igualmen-
te idéntica a A. Esta ley se ilustra en la Figura 4.6 en la que la entrada inferior esta siempre a 0.

A=1 A=0
0 0

X=A+0=A FIGURA 4.6

Regla2. A+1=1 Sise aplica la operacion OR a una variable y a 1, el resultado es siempre igual a 1. Un 1
en una entrada de una puerta OR produce siempre un 1 en la salida, independientemente del valor de la otra
entrada. Esta regla se ilustra en la Figura 4.7, en la que la entrada inferior estd siempre a 1.

A=1 A=0
X=1 X=1
1 1

X=A+1=1 FIGURA 4.7

Regla 3. 4 - 0 =0 Si se aplica la operacion AND a una variable y a 0, el resultado es siempre igual a 0.
Siempre que una de las entradas de una puerta AND sea 0, la salida siempre es 0, independientemente del
valor de la otra entrada. Esta regla se ilustra en la Figura 4.8, en la que la entrada inferior esta siempre a 0.

A=1— A=0—
0 —— 0—i

X=A+0=0 FIGURA 4.8

Reglad4.4-1=A4 Sise aplicalaoperacion AND a una variable y a 1, el resultado es siempre igual a la varia-
ble. Si la variable 4 es 0, la salida de la puerta AND sera siempre 0, mientras que si 4 es 1, la salida sera 1,
dado que las dos entradas son 1. Esta regla se ilustra en la Figura 4.9, en la que la entrada inferior esta siem-

prea l.
A=0— A=1—
. X=0 N X=1

X=Aes1l=A FIGURA 4.9
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ReglaS. 4+ A4=A4 Sise aplica la operacion OR a una variable consigo misma, el resultado es siempre igual
a la variable. Si 4 es 0, entonces 0 + 0 = 0, mientras que si 4 es 1, 1 + 1 =1. Esto se muestra en la Figura 4.10,
en la que se aplica la misma variable a ambas entradas.

A=0 A=1
A=0 A=1

X=A+A=A FIGURA 4.10

Regla6. A+ A=1 Si se aplica la operacion OR a una variable y a su complemento, el resultado es siempre
igual a 1. Si4 es 0, entonces 0+ O=0+1=1.SiAes 1, entonces 1 + T=1+ 0= 1. En la Figura 4.11 pode-
mos ver una puerta OR en la que sus entradas son una variable y su complemento.

X=A+A=1 FIGURA 4.11

Regla7.4-4=A Sise aplica la operacion AND a una variable consigo misma, el resultado siempre es igual
a la variable. S1A =0, entonces 0 - 0=0, ysi 4 = |, entonces 1 - 1 = 1. Esta regla se ilustra en la Figura 4.12.

T T
X=0 X=1
A=0— A=1—

X=A<A=A FIGURA 4.12

Regla8. A-A=0 Si se aplica la operacién AND a una variable y a su complemento, el resultado es siempre
igual a 0. Esta regla se basa en que siempre 4 o A sera 0, y ademas en que cuando se aplica un 0 a una de las
entradas de una puerta AND, la salida siempre es 0. Esta regla se ilustra en la Figura 4.13.

A=1— A=0—
_ X=0 = X=0
A=0—- A=1—

X=A*A=0 FIGURA 4.13

Regla 9. A=A El complemento del complemento de una variable es siempre la propia variable. El comple-
mento de la variable 4 es A y el complemento de A serd de nuevo A4, que es la variable original. Esta regla
se muestra en la Figura 4.14 mediante el uso de dos inversores.

A=A FIGURA 4.14

Regla 10. A + AB = A Esta regla se puede obtener aplicando la ley distributiva y las reglas 2 y 4, de la
siguiente forma:
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A+AB=A(l+B) Sacar factor coman (ley distributiva)
=A-1 Regla2: (1+B)=1
=A Regla4: A-1=A

La demostracion se muestra en la Tabla 4.2, la cual incluye la tabla de verdad y la simplificacion del cir-
cuito légico resultante.

B

0 0 0 0

0 1 0 0

1 0 0 1 |

1 1 1 1 conexion directa
f igual 1

TABLA4.2 Regla10: A + AB=A.

Reglall. A+ AB = A+B Esta regla puede demostrarse de la siguiente forma:

A+ AB=(A+AB)+AB Regla10: A= A+ AB
=(AA+AB)+ AB Regla7: A= AA
= AA+ AB+ AA+ AB Regla 8: sumar AA=0
=(A+A)(A+B) Sacar factor comun
=1-(A+B) Regla6: A+A=1
=A+B Regla4: eliminar e 1

La demostracion se muestra en la Tabla 4.3, la cual incluye la tabla de verdad y la simplificacion del cir-
cuito logico resultante.

I T TSR TR

0 0 0 0 0 B

0 1 1 1 1 l

1 0 0 1 1 A

1 1 0 1 1 B } >—
1— igual —T

TABLA 4.3 Reglai1: A+ AB=A+B.

Regla 12. (A + B)(4 + C) = A + BC Esta regla puede demostrarse de la siguiente forma:

(A+B)(A+C) =AA+AC+AB+BC Ley distributiva
=A+AC+AB+BC Regla7: AA=A
=A(l+C)+AB+BC  Sacar factor coman (ley distributiva)
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=A-1+ AB+BC Regla2: 1+C =1
=A(l+B)+BC Sacar factor coman (ley distributiva)
=A-1+BC Regla2: 1+B=1
=A+BC Reglad: A-1=A

La demostracion se muestra en la Tabla 4.4, la cual incluye la tabla de verdad y la simplificacion del cir-

cuito légico resultante.

0 0 0 0 0 0 0 0 B
0 0 1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0 c
0 1 1 1 1 1 1 1 J
1 0 0 1 1 1 0 1
1 0 1 1 1 1 0 1 A
1 1 0 1 1 1 0 1 85_:—):}
1 1 1 1 1 1 1 1 c
f igual f

TABLA 4.4 Regla12: (A+ B)(A+ C) = A+ BC.
REVISION DE 1. Aplicar la ley asociativa de la adicion a la expresion A-+(B+C+D).
LA SECCION 4.2 2. Aplicar la ley distributiva a la expresion A(B+C+D).

4.3 TEOREMAS DE DeMORGAN

DeMorgan, matematico que conocié a Boole, propuso dos teoremas que constituyen una parte muy
importante del algebra de Boole. En términos practicos, los teoremas de DeMorgan proporcionan una
verificacion matematica de la equivalencia entre las puertas NAND y negativa-OR, y las puertas NOR
y negativa-AND, que se han tratado en el Capitulo 3.

Al finalizar esta seccion, el lector debera ser capaz de:

m Enunciar los teoremas de DeMorgan. m Relacionar los teoremas de DeMorgan con la equivalencia
entre las puertas NAND y negativa-OR, y entre las puertas NOR y negativa-AND. m Aplicar los teo-
remas de DeMorgan para simplificar las expresiones booleanas.

El primer teorema de DeMorgan se enuncia de la siguiente forma:

El complemento de un producto de variables es igual a la suma de los complementos de las varia-
bles.

O dicho de otra manera

El complemento de dos o mas variables a las que se aplica la operacion AND es equivalente a
aplicar la operacion OR a los complementos de cada variable.

La férmula para expresar este teorema para dos variables es:
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Ecuacion 4.6 XY =X+Y

El segundo teorema de DeMorgan se enuncia como sigue:

El complemento de una suma de variables es igual al producto de los complementos de las varia-
bles.

O dicho de otra manera,

El complemento de dos 0 mas variables a las que se aplica la operacion OR es equivalente a apli-
car la operacién AND a los complementos de cada variable.

La férmula para expresar este teorema es:

Ecuacion 4.7 X+Y =XY

Las puertas equivalentes y tablas de verdad correspondientes a las Ecuaciones 4.6 y 4.7 se muestran en la

Figura 4.15.
Entradas | Salida
X Y |XY X+Y
S S S
XY = X+Y
Y — Y

NAND Negativa-OR

)
= OoR

OR kK
OR kK

Entradas | Salida

X X —Q o
Y Y —O

0 1

0 1 0 0

NOR Negativa-AND 10 0 0
1 1 0 0

FIGURA 4.15 Equivalencias de las puertas l6gicas y tablas de verdad que ilustran los teoremas de DeMorgan.
Observe la igualdad entre las dos columnas de salida de cada tabla. Esto demuestra
que las puertas equivalentes realizan la misma funcion légica.

Como se ha comentado, los teoremas de DeMorgan se aplican también a expresiones en las que existen mas
de dos variables. Los siguientes ejemplos ilustran la aplicacion de los teoremas de DeMorgan a expresiones
de 3 y 4 variables.

EJEMPLO 4.3

Aplicar los teoremas de DeMorgan a las expresiones XYZ'y X+Y +Z.
XYZ =X+Y+Z
X+Y+Z=XYZ

Problema relacionado  Aplicar los teoremas de DeMorgan a la expresion X Y 47,
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EJEMPLO 4.4

Aplicar los teoremas de DeMorgan a las expresiones WXYZYy W+ X+Y +Z.

WXYZ =W+ X+Y+Z
W+ X+Y+Z=WXYZ

Problema relacionado  Aplicar los teoremas de DeMorgan a la expresion W XY Z

Como se ha establecido en las Ecuaciones 4.6 y 4.7 que enuncian los teoremas de DeMorgan, cada varia-
ble puede representar una combinacion de otras variables. Por ejemplo, X puede ser igual al término AB + C,
e Y puede ser igual a 4 + BC. De esta forma, si aplicamos el teorema de DeMorgan para dos variables expre-
sado seglin XY =X+Yala expresion (AB+C)(A+ BC) obtenemos el siguiente resultado:

(AB+C)(A+BC)=(AB+C)+(A+BC)

Observe que el resultado anterior tiene dos términos AB+C y A+ BC, a los que podemos aplicar indivi-
dualmente otra vez el teorema de DeMorgan X +Y = XY del siguiente modo:

(AB+C)+(A+BC) = (AB)C + A(BC)

De esta manera obtenemos otros dos términos en la expresion a los que de nuevo podemos aplicar el
teorema de DeMorgan. Estos términos son AB y BC. Una tltima aplicacion del teorema de DeMorgan nos
proporciona el siguiente resultado:

(AB)C + A(BC) =(A+B)C+A(B+C)

Aunque este resultado puede simplificarse atin mas utilizando las leyes y reglas de Boole, los teoremas de
DeMorgan ya no se pueden aplicar mas.

Aplicacion de los teoremas de DeMorgan

El siguiente procedimiento ilustra la aplicacion de los teoremas de DeMorgan y del algebra de Boole a la
expresion:

A+BC+D(E+F)

Paso 1. Identificamos los términos a los que se pueden aplicar los teorema de DeMorgan y consideramos
cada término como una {inica variable, por lo que establecemos A+BC =X y D(E+F) =Y.

Paso 2. Dado que X+Y =XY.

(A+BC)+(D(E+F))=(A+BC)(D(E+F))

Paso 3. Utilizamos la regla 9 (K = A) para eliminar la bara doble sobre el término de la izquierda (esto
no es parte del teorema de DeMorgan).

(A+BC)(D(E +F)) = (A+BC)(D(E +F))
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Paso 4. Aplicando el teorema de DeMorgan al segundo término:
(A+BC)(D(E+F)) =(A+BC)(D +(E+F)

Paso 5. Empleamos la regla 9 (E\ = A) para cancelar las barras dobles sobre la parte E+F del término.
(A+BC)(D +(E+F)) = (A+BC)(D+E +F)

Los siguientes tres ejemplos ilustraran detalladamente cdémo emplear los teoremas de DeMorgan.

EJEMPLO 4.5
Aplicar los teoremas de DeMorgan a cada una de las siguientes expresiones:

(@ (A+B+C)D (b) ABC+DEF (c) AB+CD+EF

Solucion (@ Sead+B+C=XyD=Y Laexpresion (A+B+C)D es de la forma XY =
X+Yy se puede escribir como sigue:

(A+B+C)D=A+B+C+D
A continuacion, aplicamos el teorema de DeMorgan al término A+ B+C
A+B+C+D=ABC+D

(b) Sea ABC=XyDEF =Y. La expresion ABC + DEF es de la forma X +Y = XY
y podemos reescribirla de la forma:

ABC + DEF = (ABC)(DEF)

A continuacion, aplicamos el teorema de DeMorgan a cada uno de los térmi-
nos ABC y DEF.

(ABC)(DEF) =(A+B+C)(D+E+F)

(¢) Sean AB=X,CD=YYyEF =Z. La expresion AB+CD +EF es de la forma
X+Y +Z = XY Zy se puede reescribir como:

AB +CD +EF = (AB)(CD)(EF)

A continuacioén, aplicamos el teorema de DeMorgan a cada uno de los térmi-
nos AB, CD yEF.

(AB)(CD)(EF) = (A+B)(C +D)(E +F)

Problema relacionado  Aplicar los teoremas de DeMorgan a la expresion ABC+D +E.

EJEMPLO 4.6

Aplicar los teoremas de DeMorgan a cada una de las siguientes expresiones:
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(@ (A+B)+C (b) (A+B)+CD (c) (A+B)CD+E+F

Solucion (@) (A+B)+C =(A+ B)E =(A+B)C

(b) (A+B)+CD=(A+B)CD=(AB)(C+D)=AB(C+D)
(© (A+B)CD+E+F =((A+B)CD)(E+F)=(AB+C+D)EF

Problema relacionado  Aplicar los teoremas de DeMorgan a la expresion AB(C +D)+E.

EJEMPLO 4.7

La expresion booleana de una puerta OR-exclusiva es AB+ AB. Tomando esto como punto de partida,
desarrollar una expresion para una puerta NOR-exclusiva, utilizando los teoremas de DeMorgan y aque-
llas leyes o reglas que puedan aplicarse.

Solucion En primer lugar se complementa la expresion OR-exclusiva y luego se aplican
los teorema de DeMorgan del siguiente modo:
AB+ AB = (AB)(AB) = (A+ B)(A+B) = (A+B)(A+B)
A continuacion se aplica la ley distributiva y la regla 8 (A-A=0).
(A+B)(A+B)=AA+AB+AB+BB=AB+AB
La expresion resultante para una puerta XNOR es AB+ AB. Observe que esta
expresion es igual a 1 siempre que ambas variables sean 0 o 1.

Problema relacionado A partir de la expresion para una puerta NAND de 4 entradas, utilizar los teo-
remas de DeMorgan para desarrollar una expresion para una puerta negativa-
OR de 4 entradas.

REV|S|O' N D_E 1. Aplicilos teoremas de DeMorgan a las siguientes expresiones:_
LA SECCION 4.3 (a) ABC+(D+E) () (A+BIC () A+B+C+DE

4.4 ANALISIS BOOLEANO DE LOS CIRCUITOS LOGICOS

El algebra de Boole proporciona una manera concisa de expresar el funcionamiento de un circuito 16gi-
co formado por una combinacién de puertas logicas, de tal forma que la salida puede determinarse por
la combinacion de los valores de entrada.

Al finalizar esta seccion, el lector debera ser capaz de:

m Determinar las expresiones booleanas de una combinacion de puertas. m Evaluar el funcionamien-
to légico de un circuito a partir de su expresion booleana. m Construir una tabla de verdad.
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Expresion booleana de un circuito l6égico

A Un circuito l6gico Para obtener la expresion booleana de un determinado circuito logico, la mane-
se puede describir ra de proceder consiste en comenzar con las entradas situadas mas a la izquierda
mediante una ecuacion e ir avanzando hasta las lineas de salida, escribiendo la expresion para cada puer-
booleana. ta. Para el circuito ejemplo de la Figura 4.16, su expresion booleana se determi-

na de la siguiente manera:

1. La expresion de la puerta AND situada mas a la izquierda cuyas entradas son C'y D es CD.

2. Lasalida de la puerta AND situada mas a la izquierda es una de las entradas de la puerta OR y B es su
otra entrada. Por tanto, la expresion para la puerta OR es B+CD.

3. Lasalida de la puerta OR es una de las entradas de la puerta AND situada mas a la derecha, siendo 4
su otra entrada. Por tanto, la expresion de esta puerta AND sera A(B+CD), que es la expresion final de
salida del circuito completo.

Cc —
CD

D ——

B+ CD

D e

FIGURA 4.16 Circuito I6gico que muestra el desarrollo de la expresidn booleana para la salida.

B

Construccion de una tabla de verdad para un circuito légico

Una vez que se ha determinado la expresion booleana de un circuito dado, puede
desarrollarse una tabla de verdad que represente la salida del circuito l6gico para
todos los valores posibles de las variables de entrada. El procedimiento requiere que
se evalte la expresion booleana para todas las posibles combinaciones de valores de
las variables de entrada. En el caso del circuito de la Figura 4.16, existen cuatro
variables de entrada (4, B, C'y D) y, por tanto, hay dieciséis (2* = 16) posibles com-
binaciones de valores.

A Uncircuito l6gico
puede describirse
mediante una tabla de
verdad.

Evaluacién de la expresién. Para evaluar la expresion A(B + CD), en primer lugar hallamos los valores de las
variables que hacen que la expresion sea igual a 1, utilizando las reglas de la suma y la multiplicacién boo-
leanas. En este caso, la expresion es iguala 1 s6losi4=1y B+ CD =1, ya que:

AB+CD)=1-1=1
Ahora hay que determinar cuando el término B + CD es igual a 1. El t¢érmino B+ CD=1siB=10C=10
si ambas variables son igual a 1, ya que:

B+CD=1+0=1

B+CD=0+1=1

B+CD=1+1=1
El término CD=1s6losiC=1y D =1.

Resumiendo, la expresion 4 (B + CD) =1 cuando 4 =1 y B = 1, independientemente de los valores de C

yD,ocuando4d=1yC=10ocuando 4 =1y C=1y D =1, independientemente del valor de B. La expre-
sion 4 (B + CD) = 0 para todas las restantes combinaciones de valores de las variables.
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Representacién de los resultados en una tabla de verdad. El primer paso consiste en enumerar las dieciséis combi-
naciones de unos y ceros de las variables de entrada en una secuencia binaria, como muestra la Tabla 4.5. A
continuacion, se pone un 1 en la columna de salida para las combinaciones de variables de entrada que se han
determinado en la evaluacion de la expresion. Finalmente, se escribe un 0 en la columna de salida para el resto
de las combinaciones de las variables de entrada. Estos resultados se muestran en la Tabla 4.5.

Entradas Salida
A B C D A(B + CD)
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 0 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 0
0 1 1 1 0
1 0 0 0 0
1 0 0 1 0
1 0 1 0 0
1 1 0 0 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1 1 1 1

TABLA 4.5 Tabla de verdad del circuito l6gico de la Figura 4.16.

1. Reemplazar las puertas AND por puertas OR y la puerta OR por una puerta
REVISION'DE AND en la Figura 4.16, y determinar la expresion booleana de salida
LA SECCION 4.4 sy P '

2. Elaborar la tabla de verdad del circuito de la cuestion 1.

4.5 SIMPLIFICACION MEDIANTE EL ALGEBRA DE BOOLE

Muchas veces, a la hora de aplicar el algebra booleana, hay que reducir una expresion a su forma mas
simple o cambiarla a una forma mas conveniente para conseguir una implementacion mas eficiente. El
método que se va a tratar en esta seccion utiliza las reglas, leyes y teoremas del algebra de Boole para
manipular y simplificar una expresion. Este método requiere un profundo conocimiento del algebra
booleana y una considerable experiencia en su aplicacion, por no mencionar también un poquito de
ingenio y destreza.

Al finalizar esta seccion, el lector debera ser capaz de:

m Aplicar las leyes, reglas y teoremas del algebra de Boole para simplificar cualquier expresion.

Una expresion booleana simplificada emplea el menor nimero posible de puertas en la implementacion de
una determinada expresion. Los Ejemplos 4.8 hasta 4.11 ilustran la simplificaciéon booleana.
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EJEMPLO 4.8

Simplificar la siguiente expresion utilizando técnicas del dlgebra de Boole:

Solucion

Problema relacionado  Simplificar la expresion booleana AB+ A(B+C)+B(B+C).

AB+AB+ C)+ BB+ 0
El método que se sigue no es necesariamente el inico método posible.

Paso 1. Aplicar la ley distributiva al segundo y tercer término del siguiente
modo:

AB+AB+AC+ BB + BC
Paso 2. Aplicar la regla 7 (BB = B) al cuarto término.
AB+AB +AC+ B+ BC
Paso 3. Aplicar la regla 5 (4B + AB = AB) a los dos primeros términos.
AB+AC+ B+ BC
Paso 4. Aplicar la regla 10 (B + BC = B) a los dos tltimos términos.
AB+AC+B
Paso 5. Aplicar la regla 10 (4B + B = B) al primero y tercer término.
B+AC

En este punto, la expresion ya no puede seguir simplificandose. Segun vaya
adquiriendo experiencia en la aplicacion del algebra de Boole, podra combinar
muchos de los pasos individuales.

A La simplificacion
consiste en implemen-
tar una funcion con

el menor numero de
puertas posible.

La Figura 4.17 muestra cdmo el proceso de simplificacion del Ejemplo 4.8 ha redu-
cido significativamente el nimero de puertas logicas necesarias para implementar la
expresion. En la parte (a) se puede ver que son necesarias cinco puertas para imple-
mentar dicha expresion en su forma original, mientras que so6lo se requieren dos para
hacerlo una vez simplificada, como se muestra en la parte (b). Es importante resal-
tar que estos dos circuitos de puertas son equivalentes, es decir, para cualquier com-

binacion de valores en las entradas 4, By C, obtenemos siempre la misma salida en ambos circuitos.

A

AB+AB+C)+B(B+C) B+AC
mib2l
C— A
C_
@ (b)

FIGURA 4.17 Circuitos de puertas para el Ejemplo 4.8.
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EJEMPLO 4.9

Simplificar la siguiente expresion booleana:
[AB(C +BD)+ AB]C

Tenga en cuenta que los corchetes y paréntesis significan lo mismo: el término en su interior se multipli-
ca (AND) por el término exterior.

Solucion Paso 1. Aplicar la ley distributiva a los términos entre corchetes.
(ABC + ABBD + AB)C
Paso 2. Aplicar la regla 8 (BB = 0) al segundo término entre paréntesis.
(ABC+A-0-D+AB)C

Paso 3. Aplicar laregla 3 (4 - 0 - D = 0) al segundo término contenido dentro
de los paréntesis.

(ABC+0+AB)C
Paso 4. Aplicar la regla 1 (quitar el 0) dentro del paréntesis
(ABC+AB)C
Paso 5. Aplicar la ley distributiva.
ABCC + ABC
Paso 6. Aplicar la regla 7 (CC = C) al primer término.
ABC + ABC
Paso 7. Sacar BC factor comin.
BC(A+A)
Paso 8. Aplicar laregla 6 (A+A=1).
BC-1
Paso 9. Aplicar la regla 4 (quitar el 1).
BC

Problema relacionado  Simplificar la expresion booleana [ AB(C +@) +A_B]CD.

EJEMPLO 4.10
Simplificar la siguiente expresion booleana:
ABC + ABC + ABC + ABC + ABC

Solucion Paso 1. Sacar factor comun BC del primer y tltimo término.
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Problema relacionado

BC(A+A)+ ABC + ABC + ABC
Paso 2. Aplicar la regla 6 (A+A=1) al término entre paréntesis y sacar fac-
tor comun AB del segundo y tltimo término.

BC-1+ AB(C +C)+ ABC

Paso 3. Aplicar la regla numero 4 (quitar el 1) al primer término y la regla 6
(C+C =1) al término entre paréntesis.

BC+AB-1+ABC
Paso 4. Aplicar la regla 4 (quitar el 1) al segundo término.
BC+AB+ABC
Paso 5. Sacar B factor comun al segundo y tercer término.
BC +B(A+AC)

Paso 6. Aplicar laregla 11 (A+AC = A+C) al término entre paréntesis.

BC+B(A+C)
Paso 7. Utilizar las leyes distributiva y conmutativa para obtener la siguiente
expresion.
BC+AB+BC

Simplificar la expresion booleana ABC + ABC + ABC + ABC.

EJEMPLO 4.11

Simplificar la siguiente expresion booleana:

Solucion

AB+AC +ABC
Paso 1. Aplicar el teorema de DeMorgan al primer término.
(AB)(AC)+ ABC
Paso 2. Aplicar el teorema de DeMorgan a cada uno de los términos entre
paréntesis.

(A+B)(A+C)+ABC
Paso 3. Aplicar la ley distributiva a los dos términos entre paréntesis.
AA+AC+AB+BC+ABC
Paso 4. Aplicar la regla nimero 7 ié;&: A) al primer término y la regla 10
[AB+ ABC = AB(1+C) = AB] a los términos tercero y ultimo.

A+AC+AB+BC
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Paso 5. Aplicar la regla 10, A+AC = A(1+C) = A, a los términos primero y
segundo.

A+AB+BC
Paso 6. Aplicar la regla 10 [A+ AB = A(1+B) = A] a los términos primero y
segundo.

A+BC

Problema relacionado  Simplificar la expresion booleana AB+ AC + ABC.

W 1. Simplificar, si es posible, las siguientes expresiones booleanas:
LA SECCION 4.5 (@) A+AB+ABC (b) (A+B)C+ABC (c) ABC(BD+CDE)+AC

2. Implementar con las puertas l6gicas apropiadas cada expresion de la cuestion
anterior. Después, implementar la expresion simplificada y comparar el numero
de puertas empleado en cada caso.

4.6 FORMAS ESTANDAR DE LAS EXPRESIONES BOOLEANAS

Todas las expresiones booleanas, independientemente de su forma, pueden convertirse en cualquiera
de las dos formas estandar: suma de productos o producto de sumas. La estandarizacion posibilita que
la evaluacion, simplificacion e implementacion de las expresiones booleanas sea mucho mas sistema-
tica y sencilla.

Al finalizar esta seccion, el lector debera ser capaz de:

m Identificar una expresion en forma de suma de productos. m Determinar el dominio de una expre-
sion booleana. m Convertir cualquier suma de productos a su forma estandar. m Evaluar una expresion
en forma de suma de productos segun los valores binarios. = Identificar una expresion en forma de
producto de sumas. m Convertir cualquier producto de sumas a su forma estandar. = Evaluar una
expresion en forma de producto de sumas segtin los valores binarios. m Convertir expresiones de una
a otra forma estandar.

Suma de productos

En la Seccion 4.1, se ha definido el término producto como un término que es el
producto (multiplicacién booleana) de literales (variables o sus complementos).
Cuando dos o més productos se suman mediante la adicion booleana, la expre-
sion resultante se denomina suma de productos (SOP, Sum Of Products).
Algunos ejemplos son:

A Una suma de produc-
tos puede implementarse
con una puerta OR y dos
0 mds puertas AND.

AB+ ABC
ABC +CDE + BCD
AB+ ABC + AC
Una suma de productos puede contener también términos de una Gnica variable como en A+ ABC + BCD.
Si volvemos a los ejemplos de simplificacion de la seccidn anterior, puede observarse que cada término de la
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expresion resultante era o un producto aislado o una suma de productos. En una expresion con formato de
suma de productos, una barra no puede extenderse sobre mas de una variable; sin embargo, mas de una varia-
ble puede tener una barra encima. Por ¢jemplo, una suma de productos puede contener el término ABC pero
no el término ABC.

Dominio de una expresion booleana. El dominio de una expresion booleana es el conjunto de variables conteni-
do en la expresion bien en su forma complementada o no complementada. Por ejemplo, el dominio de la
expresion AB+ ABC es el conjunto de variables 4, B, C'y el dominio de la expresion ABC +CDE + BCD es
el conjunto de variables 4, B, C, D, E.

Implementacién AND/OR de una suma de productos. La implementacion de una suma de productos simplemente
requiere aplicar la operacion OR a las salidas de dos o mas puertas AND. Una operacion AND da lugar a un
producto, y la adicién de dos o mas productos se realiza mediante puertas OR. Por tanto, una expresion suma
de productos puede implementarse mediante un circuito logico AND-OR en el que las salidas de las puertas
AND, cuyo numero es igual al de productos que contenga la expresion, son las entradas de una puerta OR,
como se muestra en la Figura 4.18 para la expresion 4B + BCD + AC. La salida X de la puerta OR es igual a
la suma de productos.

X=AB+ BCD + AC

O >» OOm w >

FIGURA 4.18 Implementacion de la suma de productos AB + BCD + AC.

Implementacién NAND/NAND de una suma de productos. Se pueden emplear puertas NAND para implementar una
expresion suma de productos. Utilizando solo puertas NAND se puede obtener una funcion AND/OR, como
se ilustra en la Figura 4.19. El primer nivel de puertas NAND alimenta las entradas de una puerta NAND que
actiia como una puerta negativa-OR. Las inversiones de la puerta NAND vy las puertas negativa-OR se cance-
lan y dan como resultado un circuito AND/OR.

— X=AB+ BCD + AC

O >» UOwm w >

FIGURA 4.19 Esta implementacion NAND/NAND es equivalente a la implementacion AND/OR de la Figura 4.18.

Conversion de una expresion general a formato suma de productos

Cualquier expresion logica puede ser transformada a una expresion suma de productos aplicando el algebra
de Boole. Por ejemplo, la expresion A(B+CD) puede convertirse en una suma de productos aplicando la ley
distributiva:

A B+ CD)=A4B+ ACD



FORMAS ESTANDAR DE LAS EXPRESIONES BOOLEANAS m 219

EJEMPLO 4.12

Convertir cada una de las siguientes expersiones booleanas a su forma suma de productos:
() AB + B(CD + EF)  (b) (4 + B)(B + C + D) ©) (A+B)+C

Solucion (8 AB+B(CD+EF)=AB+BCD +BEF

(b) (A+B)(B+C+D)=AB+AC+AD+BB+BC+BD
(© (A+B)+C=(A+B)C=(A+B)C=AC+BC

Problema relacionado ~ Convertir ABC +(A+ B)(B+C + AB) a la forma suma de productos.

Forma estandar de la suma de productos

Hasta ahora, hemos estado viendo sumas de productos en las que algunos de los términos no contenian todas
las variables del dominio de la expresion. Por ejemplo, la expresion ABC + ABD + ABCD tiene un dominio
formado por las variables 4, B, C'y D. Sin embargo, el conjunto completo de variables del dominio no esta
representado en los dos primeros términos de la expresion; es decir, faltan D o D en el primer término y C o
C en el segundo.

Una suma de productos estandar es aquella en la que fodas las variables del dominio aparecen en cada
uno de los términos de la expresion. Por ejemplo, ABCD + ABCD + ABCD es una expresion suma de produc-
tos estandar. La expresion suma de productos estandar es importante en la construccion de tablas de verdad,
lo que se estudiara en la Seccion 4.7 y en el método de simplificacion de los mapas de Karnaugh, que se abor-
da en la Seccion 4.8. Cualquier expresion suma de productos no estandar (que denominaremos simplemente
suma de productos) puede convertirse al formato estandar utilizando el algebra de Boole.

Conversién de una suma de productos a su forma estdndar. Cada término producto de una suma de productos que
no contenga todas las variables del dominio puede ampliase a su forma estandar de manera que incluya todas
las variables del dominio y sus complementos. Como se muestra en los siguientes pasos, una suma de produc-
tos no estdndar se convierte a su forma estandar utilizando la regla 6 (A+ A=1) de la Tabla 4.1: la suma de
una variable y su complemento es igual a 1.

Paso 1. Multiplicar cada término producto no estandar por un término formado por la suma de la varia-
ble que falta y su complemento. Con esto se obtienen dos términos producto. Como se sabe, se
puede multiplicar por 1 cualquier expresion sin que se altere su valor.

Paso 2. Repetir el paso 1 hasta que todos los términos de la expresion contengan todas las variables o
sus complementos del dominio. Al convertir cada producto a su forma estandar, el nimero de
términos producto se duplica por cada variable que falta, como muestra el Ejemplo 4.13.

EJEMPLO 4.13
Convertir la siguiente expresion booleana al formato suma de productos estandar:
ABC + AB+ ABCD
Solucion El dominio de esta suma de productos es 4, B, C, D. Considerando cada térmi-

no por separado, se comprueba que al primer término, AEC,le falta la varia-
ble D o D, por lo que multiplicamos dicho término por D+D como sigue:
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ABC = ABC(D + D) = ABCD + ABCD

En este caso se obtienen dos productos estandar.
En el segundo término AB faltan las variables Co Cy D o D, por lo que
lo multiplicamos por C+C

AB = AB(C+C)=ABC+ABC
Los dos términos que hemos obtenido carecen de la variable D o D, por lo que
multiplicamos ambos términos por D+ D

AB = ABC + ABC = ABC(D + D)+ ABC(D + D)
= ABCD + ABCD + ABCD + ABCD
En este caso, el resultado con cuatro productos estandar.

El tercer término, ABCD, ya est4 en forma estandar. La suma de productos
estandar completa que obtenemos finalmente es:

ABC + AB+ ABCD = ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD

Problema relacionado  Convertir la expresion WXY + XYZ +WXY a su forma de suma de productos
estandar.

Representacién binaria de un término producto estdndar. Un término producto estandar es igual a 1 s6lo para una
combinacion de los valores de las variables. Por ejemplo, el término producto ABCD es igual a 1 cuando 4 =
1, B=0, C =1, D =0, como se muestra a continuacioén y es igual a 0 para todas las restantes combinaciones
de valores de las variables.

ABCD =1-0-1-0=1-1-1-1=1

En este caso, el término producto tiene un valor binario de 1010 (diez en decimal).

Recuerde que un término producto se implementa mediante una puerta AND cuya salida es 1 si y s6lo si
cada una de sus entradas estd a 1. Para generar el complemento de las variables cuando es necesario se utili-
zan inversores.

Una expresion suma de productos es igual a 1 si y sélo si uno o mas de los términos productos
que forman la expresion es igual a 1.

EJEMPLO 4.14

Determinar los valores binarios para los que la siguiente suma de productos estandar sea igual a 1:
ABCD + ABCD + ABCD

Solucion El término ABCD esiguala 1 cuando4=1,B=1,C=1y D =1.

ABCD =1-1-1-1=1

El término ABCD es iguala 1 cuando 4=1,B=0,C=0y D =I.
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ABCD=1-0-0-1=1-1-1-1=1
El término ABCD es igual a 1 cuando 4=0,B=0,C=0y D =0.
ABCD=0-0-0-0=1-1-1-1=1

La suma de productos es igual a 1 s6lo cuando cualquiera de los tres términos
o todos son igual a 1.

Problema relacionado  Determinar los valores binarios para los que la siguiente expresion suma de
productos es igual a 1:

XYZ + XYZ + XYZ + XYZ + XYZ

(Es una suma de productos estandar?

Producto de sumas

En la Seccion 4.1 se ha definido el término suma como un término formado por la suma (adicién booleana)
de literales (variables o sus complementos). Cuando dos o mas términos suma se multiplican, la expresion
resultante es un producto de sumas (POS, Product Of Sums). Algunos ejemplos son:

(A+B)(A+B+C)
(A+B+C)(C+D+E)(B+C+D)
(A+B)(A+B+C)(A+C)

Un producto de sumas puede contener términos con una tinica variable como en A(A+B+C)(B+C+D).
En una expresion producto de sumas, una barra no puede extenderse nunca sobre mas de una variable, aun-
que mas de una variable puede tener una barra encima. Por ejemplo, un producto de sumas puede contener el
término A+B+C perono el A+B+C.

Implementacion de un producto de sumas. La implementacion de un producto de sumas requiere simplemente
la aplicacion de la operacion AND a las salidas de dos o mas puertas OR. Un sumando se origina mediante
la operacion OR y el producto de varios términos suma se realiza por medio de la operaciéon AND. Por tanto,
un producto de sumas puede implementarse a partir de puertas logicas OR (cuyo nimero sera igual al de
sumandos de la expresion) cuyas salidas se conectan a las entradas de una puerta AND, como muestra la
Figura 4.20 para la expresion (4 + B)(B + C + D)(4 + C). La salida X de la puerta AND es igual al produc-
to de sumas.

} X=(A+ B)(B+ C+D)A+ C)

elel

FIGURA 4.20 Implementacién del producto de sumas (A + B)(B + C + D)(A + C).
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Forma estandar del producto de sumas

Hasta ahora, se han tratado expresiones producto de sumas en las que algunos de los términos no contenian
todas las variables del dominio de la expresion. Por ejemplo, la expresion:

(A+B+C)(A+B+D)(A+B+C+D)

tiene un dominio formado por las variables 4, B, C'y D. Observe que el conjunto completo de variables del
dominio no est4 representado en los dos primeros términos de la expresion; es decir, faltan D o D en el pri-
mer término y C o C en el segundo término.

Un producto de sumas estandar es aquel en el que todas las variables del dominio o sus complementos
aparecen en cada uno de los términos de la expresion. Por ejemplo,

(A+B+C+D)(A+B+C+D)(A+B+C+D)

es un producto de sumas estandar. Cualquier producto de sumas no estandar (que denominaremos simplemen-
te producto de sumas) puede convertirse a su forma estandar mediante el algebra de Boole.

Conversién de un producto de sumas a su forma estandar. Cada término suma de una expresion producto de sumas
que no contenga todas las variables del dominio puede extenderse para obtener su formato estandar incluyen-
do todas las variables del dominio y sus complementos. Como se establece en los pasos siguientes, un pro-
ducto de sumas no estandar se convierte a su formato estandar utilizando la regla booleana nimero 8
(A-A=0) de la Tabla 4.1 que establece que una variable multiplicada por su complemento es igual a 0.

Paso 1. Anadir a cada término suma no estandar un término formado por la variable que falta y su com-
plemento. Esto da lugar a la aparicion de dos términos suma. Como ya sabemos, se puede sumar
0 a cualquier cosa sin que se altere su valor.

Paso 2. Aplicar la regla 12 de la Tabla 4.1: A+ BC = (4 + B)(4 + C).

Paso 3. Repetir el paso 1 hasta que todos los términos suma resultantes contengan todas las variables
del dominio en su forma complementada o no complementada.

EJEMPLO 4.15
Convertir la siguiente expresion booleana a formato producto de sumas:
(A+B+C)(B+C+D)(A+B+C+D)

Solucion El dominio de este producto de sumas es 4, B, C, D. Vamos a cclnsiderar tér-
mino por término. En el primero A+ B+C, falta la variable D o D , por lo que
afiadimos DD y aplicamos la regla 12 del siguiente modo:

A+B+C=A+B+C+DD=(A+B+C+D)(A+B+C+D)

En el segundo término, B+C +D falta la variable 4 o A, por lo que afiadimos
AAy aplicamos la regla 12 como sigue:

B+C+D=B+C+D+AA=(A+B+C+D)(A+B+C+D)

El tercer término, A+B+C+D, ya estd en formato estandar. El producto de
sumas estandar de la expresion original es:
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(A+B+C)(B+C+D)(A+B+C+D)=
(A+B+C+D)(A+B+C+D)(A+B+C+D)(A+B+C+D)(A+B+C+D)

Problema relacionado  Convertir la expresion (A+B)(B+C) a su forma producto de sumas estéandar.

Representacién binaria de un término suma estdndar. Un término suma estandar es igual a 0 s6lo para una com-
binacion de los valores de las variables. Por ejemplo, el término suma A+ B+C+D es igual a 1 cuando
A=0,B=1,C=0y D=1, como se muestra a continuacion y es igual a 1 para todas las restantes combina-
ciones de valores de las variables.

A+B+C+D=0+1+0+1=04+04+0+0=0

En este caso, el término suma tiene un valor binario de 0101 (cinco en decimal). Recuerde que un térmi-
no suma se implementa mediante una puerta OR cuya salida es 0 sé6lo si cada una de sus entradas estd a 0.
Para generar el complemento de las variables cuando es necesario se utilizan inversores.

Una expresion producto de sumas es igual a 0 siy solo si uno o mas de los términos suma que for-
man la expresion es igual a 0.

EJEMPLO 4.16

Determinar los valores binarios de las variables para los que la expresion producto de sumas estandar
siguiente es igual a 0:

(A+B+C+D)(A+B+C+D)(A+B+C+D)
Solucion El término 4+ B+ C+ Desiguala0cuando4=0,B=0,C=0y D =0.
A+B+C+D=0+0+0+0=0
El término A+B+C+D esiguala0cuando4=0,B=1,C=1yD=0:
A+B+C+D=0+1+1+0=0+0+0+0=0
El término A+B+C+Desiguala0cuandod=1,B=1,C=1yD=1.
A+B+C+D=1+1+1+1=0+0+0+0=0

La expresion producto de sumas es igual a 0 cuando cualquiera de los tres tér-
minos suma es igual a 0.

Problema relacionado  Determinar los valores binarios para los que la siguiente expresion producto de
sumas es igual a 0:

(X+Y+2)(X+Y+Z2)(X+Y+Z)(X+Y +Z)(X+Y + 2Z)

(Es un producto de sumas estandar?
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Conversién de una suma de productos estandar
en un producto de sumas estandar

Los valores binarios de los términos producto en una suma de productos estandar dada no aparecen en su pro-
ducto de sumas estandar equivalente. Asimismo, los valores binarios que no estan representados en una suma
de productos si aparecen en el producto de sumas equivalente. Por tanto, para pasar de la suma de productos
estandar al producto de sumas estandar hay que realizar los siguientes pasos:

Paso 1. Evaluar cada término producto de la expresion suma de productos. Es decir, determinar los
numeros binarios que representan estos términos.
Paso 2. Determinar todos los nimeros binarios no incluidos al realizar la evaluacion del paso 1.

Paso 3. Escribir los términos suma equivalente para cada valor binario del paso 2 y expresarlos en
forma producto de sumas.

Utilizando un procedimiento similar, se puede pasar de un producto de sumas a una suma de productos.

EJEMPLO 4.17

Convertir la siguiente suma de productos en su expresion equivalente como producto de sumas:
ABC + ABC + ABC + ABC + ABC

Solucion El resultado de la evaluacion es la siguiente

000+ 010+ 011 + 101 + 111

Puesto que son tres las variables que conforman el dominio de esta expresion,
existe un total de ocho (2°) posibles combinaciones. La suma de productos
contiene cinco de estas combinaciones, luego la expresion producto de sumas
debe contener las otras tres que son 001, 100 y 110. Recuerde que estos son los
valores binarios que hacen que cada término suma sea igual a cero. La expre-
sion producto de sumas equivalente es la siguiente:

(A+B+C)(A+B+C)(A+B+C)

Problema relacionado  Sustituyendo los valores binarios en cada término, verificar que las expresio-
nes suma de productos y producto de sumas de este ejemplo son equivalentes.

W 1. Determinar si cada una de las expresiones siguientes es una suma de productos
LA SECCION 4.6 o un producto de sumas. Indicar si se trata de una forma estandar.

(@) AB+ABD+ACD

(b) (A+B+C)(A+B+C)

(c) ABC+ABC

(d) A(A+C)(A+B)
2. Convertir las sumas de productos de la cuestion 1 a la forma estandar.
3. Convertir los productos de sumas de la cuestioén 1 a la forma estandar
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4.7 EXPRESIONES BOOLEANASY TABLAS DE VERDAD

Todas las expresiones booleanas pueden convertirse facilmente en tablas de verdad utilizando los valo-
res binarios de cada término de la expresion. La tabla de verdad es una forma muy comun, en un for-
mato muy conciso, de expresar el funcionamiento 16gico de un circuito. Ademas, las expresiones suma
de productos y producto de sumas pueden determinarse mediante las tablas de verdad. Las tablas de
verdad pueden encontrarse en las hojas de especificaciones y en otros textos relativos al funcionamien-
to de los circuitos y sistemas digitales.

Al finalizar esta seccion, el lector debera ser capaz de:

m Pasar una expresion suma de productos estandar a su tabla de verdad. m Pasar un producto de sumas
estandar a su tabla de verdad. = Obtener una expresion estandar a partir de su tabla de verdad.
m Interpretar correctamente los datos de una tabla de verdad.

Conversién de una suma de productos a tabla de verdad

Como se ha establecido en la Seccion 4.6, una suma de productos es igual a 1 sélo si y sélo si al menos uno
de los productos es igual a 1. Una tabla de verdad es sencillamente la lista de las posibles combinaciones de
valores de las variables de entrada y sus correspondientes valores de salida (1 o 0). Para una expresion cuyo
dominio es de dos variables, existen cuatro combinaciones distintas de estas variables (22 = 4). Para una expre-
sién cuyo dominio tiene tres variables, existen ocho (2° = 8) combinaciones posibles de dichas variables. Para
una expresion con un dominio de cuatro variables, existen dieciséis combinaciones diferentes de dichas varia-
bles (2 = 16), etc.

El primer paso para construir una tabla de verdad consiste en enumerar todas las posibles combinaciones
de los valores de las variables de la expresion. A continuacion, hay que pasar la suma de productos a su for-
mato estandar, si no lo esta ya. Por tltimo, se escribe un 1 en la columna de salida (X) para cada valor bina-
rio que hace que la suma de productos estandar sea 1, y se escribe un 0 para los restantes valores. Este proce-
dimiento se ilustra en el Ejemplo 4.18.

EJEMPLO 4.18

Desarrollar una tabla de verdad para la expresion suma de productos estandar ABC + ABC + ABC.

Solucion Existen tres variables en el dominio, por lo que hay ocho posibles combinacio-
nes de valores binarios de las variables, como se muestra en las tres columnas

Entradas Salida

A B C X Término producto
0 0 0 0

0 0 1 1 ABC

0 1 0 0

0 1 1 0

1 0 0 1 ABC

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 1 ABC

TABLA 4.6
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Problema relacionado

de la izquierda de la Tabla 4.6. Los valores binarios que hacen que los térmi-
nos producto de la expresion sean igual a 1 son ABC:001; ABC:100y 4BC:
111. Para cada uno de estos valores binarios, se escribe un 1 en la columna de
salida, como se indica en la tabla. Para cada una de las restantes combinacio-
nes, se escribe un 0 en la columna de salida.

Crear una tabla de verdad para la expresion suma de productos estandar
ABC + ABC.

Conversién de un producto de sumas a tabla de verdad

Recuerde que un producto de sumas es igual a 0 sélo si y s6lo si al menos uno de los términos suma es igual
a 0. Para construir la tabla de verdad de un producto de sumas, basta con enumerar todas las posibles combi-
naciones de valores binarios de las variables del mismo modo que se hace para una suma de productos. A con-
tinuacion, hay que pasar el producto de sumas a su formato estandar, si no lo esta ya. Por ultimo, se escribe
un 0 en la columna de salida (X) para cada valor binario que hace que la suma de productos estandar sea 0, y
se escribe un 1 para los restantes valores binarios. Este procedimiento se ilustra en el Ejemplo 4.19.

EJEMPLO 4.19

Solucion

Desarrollar una tabla de verdad para la expresion producto de sumas estandar siguiente:

(A+B+C)(A+B+C)(A+B+C)(A+B+C)(A+B+C)

Existen tres variables en el dominio, por lo que hay ocho posibles combinacio-
nes de valores binarios de las variables, como se muestra en las tres columnas
de la izquierda de la Tabla 4.7. Los valores binarios que hacen que los térmi-
nos suma de la expresion sean igual a 0 son 4 + B + C: 000; A+B+C:010;
A+B+C:01L A+B+C:101y A+ B+C :110. .Para cada uno de estos valo-
res binarios, se escribe un 0 en la columna de salida, como se indica en la tabla.
Para cada una de las restantes combinaciones, se escribe un 1 en la columna de
salida.

Entradas Salida

A B C X Término suma

0 0 0 0 A+B+0C)

0 0 1 1

0 1 0 0 (A+B+C)

0 1 1 0 (A+B+C)

1 0 0 1

1 0 1 0 (A+B+C)

1 1 0 0 (A+B+C)

! ! ! ! TABLA 4.7
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Observe que la tabla de verdad de este ejemplo es la misma que la del Ejemplo
4.18. Esto significa que la suma de productos del ejemplo anterior y el produc-
to de sumas de este ejemplo son equivalentes.

Problema relacionado  Crear una tabla de verdad para la expresion producto de sumas estandar:
(A+B+C)(A+B+C)(A+B+C)

Determinacién de las expresiones estandar
a partir de una tabla de verdad

Para determinar la expresion de la suma de productos estandar representada por una tabla de verdad se
enumeran todos los valores de las variables de entrada para los que la salida es 1. Cada valor binario se con-
vierte en el correspondientes término producto, reemplazando cada 1 por la variable y cada 0 por la variable
complementada. Por ejemplo, el valor binario 1010 se transforma en un término producto de la manera
siguiente:

1010 — ABCD
Si sustituimos podemos comprobar que el término producto es 1:
ABCD =1-0-1-0=1-1-1-1=1

Para determinar el producto de sumas estandar representado por una tabla de verdad se enumeran todos
los valores binarios para los que la salida es 0. A continuacion, se convierte cada valor binario en el corres-
pondiente término suma, reemplazando cada 1 por la variable complementada y cada O por la variable. Por
ejemplo, el niimero binario 1001 se pasa a término suma de la manera siguiente:

1001—» A+B+C+D
Si sustituimos podemos comprobar que el término suma es 0:

A+B+C+D=14+0+0+1=04+0+0+0=0

EJEMPLO 4.20

A partir de la tabla de verdad de la Tabla 4.8, determinar la expresion suma de productos estandar y la
expresion producto de sumas estandar equivalente.

Entradas Salida

A B C X

0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 1

L ! ! ! TABLA 4.8
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Solucion

Problema relacionado

En la columna de salida hay cuatro 1s y los correspondientes valores binarios
son 011, 100, 110 y 111. Convertir estos valores binarios a términos producto
como sigue:

011 — ABC
100 — ABC
110 - ABC
111— ABC

La expresion suma de productos estandar resultante para la salida X es:
X = ABC + ABC + ABC + ABC

Para el producto de sumas, la salida es 0 para los valores binarios 000, 001, 010
y 101. Estos valores binarios se convierten en términos suma como sigue:

000 »> A+B+C
001— A+B+C
010 > A+B+C
101— A+B+C

La expresion producto de sumas estandar resultantes para la salida X es:

X=(A+B+C)(A+B+C)(A+B+C)(A+B+C)

Sustituyendo los valores binarios, demostrar que las expresiones suma de pro-
ductos y productos de sumas obtenidas en este ejemplo son equivalentes; es
decir, para cualquier numero binario que se elija ambas deben ser 1 o 0, depen-
diendo del valor binario.

P——
REVISION DE
LA SECCION 4.7

Si una determinada expresion booleana